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Die Radiale H~iufigkeitsverteilung der Interferenzpunkte am Debye-Seherrer-Kreis 

VON A.WAGENDRISTEL, H. EBEL UND P. JONKE 
Insti tut  f i i r  Angewandte  Phys ik  der Technischen Hochschule Wien, Osterreich 

(Eingegangen am 26. Juli 1967 und wiedereingereicht am 18. Dezember 1967) 

In an attempt to describe quantitatively the distribution of X-ray diffraction maxima, previously treated 
on a mainly phenomenological basis by Andrews (chapter 20 of Peiser, Rooksby & Wilson: X-ray 
Diffraction o f  Polyerystalline Materials. London: Chapman & Hall, 1960), the radial frequency distri- 
bution of interference points on the Debye-Scherrer ring is treated theoretically. The results are 
discussed in relation to the Stephen & Barnes procedure for determining crystallite size and have been 
tested experimentally. 
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Einleitung 

Da die r6ntgenographische Interferenzpunktstreuung 
bisher vorwiegend ph~inomenologisch behandelt wurde 
(Andrews, 1960), wird bier versucht, eine quantitative 
Beschreibung des Effektes zu geben. Dazu wird die 
radiale H~iufigkeitsverteilung der Interferenzpunkte am 
Debye-Scherrer-Kreis theoretisch behandelt. Das Er- 
gebnis wird im Zusammenhang mit dem Verfahren von 
Stephen & Barnes (1937) zur Bestimmung der Kristal- 
litgr/Ssse diskutiert und experimentell tiberprtift. 

In polykristallinen Stoffen sind die Kristallite hin- 
sichtlich Volumen, Lage und kristallographische Orien- 
tierung statistisch verteilt. Die r~iumliche Intensit/its- 
verteilung der an einer solchen Probe gebeugten 
Strahlung wird dureh die Geometrie und die spektrale 
Intensit~itsverteilung der einfallenden Strahlung, sowie 
die Verteilung der oben genannten Eigenschaften im 
erfassten Probenvolumen eindeutig bestimmt. Bei der 
photographischen Aufzeichnung wird das Interferenz- 
bild ausserdem von der Gradation des Filmmaterials 
und der Belichtungszeit beeinflusst. Die Kenntnis der 
genannten Grtissen ermt~glicht eine Berechnung der 
Schwftrzungsverteilung des Interferenzbildes. 

Film 

Probe 

Fig. 1. V e r s u c h s g e o m e t r i e .  

Berechnung der Interferenzpunktzald 

Im Bereich linearer Kristallitgr/Sssen bis etwa 10 #m 
ist die Energie der je Zeiteinheit an einem freiliegenden 
Kristalliten gebeugten Strahlung dem Kristallitvolu- 
men v und der Intensit/it I0 der einfallenden Strahlung 
proportional (Compton & Allison, 1963). Liegt der 
Kristallit in der Tiefe x von der Probenoberfl~che, so 
gilt fiir die gebeugte Energie 

E = I o  . K . v . exp ( - # x ) ,  (1) 

wobei x das Beugungsverm6gen der Volumseinheit 
bedeutet und im Falle einer Rtickstrahlgeometrie ge- 
m/iss Fig. 1 

# - - # .  ( 1 -  1/I cos 201) (2) 
gilt. 

Der Kristallit wiihlt entsprechend seiner kristallo- 
graphischen Orientierung aus dem Spektrum des ein- 
fallenden Strahlenbtindels jene Wellenliinge aus, ftir 
welche er mit einer Netzebenenschar (hkl)  die Bragg'- 
sche Bedingung erffillt. Es herrscht Zylindersymmetrie 
beztiglich der einfallenden Strahlung. Ftir alle m~Sg- 
lichen Orientierungen des Netzebenenlotes [hkl] ergibt 
sich eine raumliche Verteilung der gebeugten Energie 
E(?), welche durch die Winkelabh~ingigkeit von to, die 
spektrale Intensitiitsverteilung I0(7) und die Divergenz 
der einfallenden Strahlung bestimmt wird. Zur Verein- 
fachung werden diese Einfliisse in I0 zusammengefasst, 
sodass far die gebeugte Intensifftt 

i(?)=tc, v. I0(7) • exp ( - # x ) .  (l /F) (3) 

zu setzen ist. 10(7) ist demnach die Intensifftt jenes 
Teiles der Primfirstrahlung, welche dem Kristalliten ftir 
einen Reflex in Richtung 7 zur Verftigung steht, F be- 
deutet die Flache des Reflexes. 

F = (Z17)2" ~" a2 
4 .  COS27 (4) 

Der Offnungswinkel A7 des gebeugten Strahlenbtin- 
dels wird durch die spektrale IntensitS.tsverteilung und 
die Divergenz der einfallenden Strahlung bestimmt. 

Der Reflex ergibt einen erkennbaren Interferenz- 
punkt auf dem Film, wenn das Produkt aus seiner 
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Intensitiit i und der Belichtungszeit t grSsser ist als die 
den gerade wahrnehmbaren Konstrast bestimmende 
Belichtung Bo: 

i .  t > Bo. (5) 

Daraus 1/isst sich mit G1. (3) das Mindestvolumen des 
Kristalliten der Orientierung 7/2 und der Tiefe x ffir 
einen erkennbaren Interferenzpunkt errechnen: 

Vmin( r ,X)  = B0. F .  exp (#x) 
t .  ,¢. Io(-~). (6) 

In der Probe mSge eine Verteilung der Kristallit- 
volumina ~0(v) > 0 far vl < v < v2 vorliegen, weiters sei 
regellose Orientierung sowie gleiche Gitterkonstante 
der Kristallite vorausgesetzt. In das Winkelintervall 
It, 7 + dr] fallen 

z(y)dy = ~o(v) . dv . p . . . . . .  (7) 
x=O vmin I~ 

Interferenzpunkte. Der Term p .  A .  dx/f~ stellt die Zahl 
der im Volumelement A .  d x  (A bedeutet die Auftref- 
fltiche der einfallenden Strahlung, ~ das mittlere Kristal- 
litvolumen) liegenden KristaIlite mit dem Netzebenen- 
lot im Intervall ½[y,y+dy] bez[iglich der einfallenden 
Strahlung. Die Wahrscheinlichkeit p fiir diese Orien- 
tierung ist mit dem Fltichenhtiufigkeitsfaktor m~z 
durch 

p =  ¼. sin (y/2). mnict,  dr  (8) 

gegeben. Approximiert man ~o(v) durch eine Rechteck- 
verteilung zwischen (vx,v2) so ergibt das Integral far 
V 7 = Vmin(r, X ) l x = o  <-- V 1 

A . p  [ (ln v2_ 1) z ( r ) .  dr t v2 

- v l  (In v-L - 1)] (9a) 

und fiir vx < vy < v: 

A . p  [ (In v z _ l ) + v , ] .  z ( r ) .  dr 
t 

(9b) 

Damit kann mit Hilfe des Mittelwertsatzes die einer 
bestimmten Netzebenenschar (hk l )  entsprechende In- 
terferenzpunktzahl in einem gegebenen Intervall (rl, rE) 
errechnet werden. Bildet man die Differenz Y der Zahl 
der innerhalb eines bestimmten Winkelintervalles 
(71, rz) liegenden Interferenzpunkte zweier Aufnahmen 
mit unterschiedlicher Belichtungszeit, so erhiilt man 
die von Stephen & Barnes (1937) angegebene Gleichung 
zur Bestimmung des Kristallitvolumens 

A.  mn~t. cos 0.  AO 
. . . . . . .  ~ fz .... Y In(t2/tl) . (10) 

Das Intervall A 0 = ( y 2 - y l ) / 2  m u s s  im Giiltigkeitsbe- 
reich yon G1. (9a) gewiihlt werden, unterliegt jedoch 

sonst keiner Beschr/inkung, da die Winkelabh~mgigkeit 
von v~, herausf~,llt. Es kann daher die Interferenz- 
punktz/ihlung ohne grossen Fehler fiber das gesamte 
Profil des aufgelSsten Kc~-Dubletts erfolgen. In diesem 
Bereich kann cos 0 und # als konstant betrachtet wer- 
den. 

Experimentelle Uberpriifung 
Die Bestimmung des Verlaufes von I0(y) in G1. (6) kann 
mit Hilfe einer unter gleicher Versuchsgeometrie her- 
gestellten Aufnahme einer feinkristallinen, das Beu- 
gungsprofil jedoch nicht verbreiternden, Vergleichs- 
probe erfolgen. Ftir die in Richtung r gebeugte Energie 
gilt 

E ( 7 ) =  • . I o ( 7 ) . e x p ( - # x ) . p . A . d x ,  (11) 
,0 

woraus ftir die Intensitiitsverteilung 

Io(r). to. cos2y. A . r n ~  (12) 
I ( r ) =  i 6 . r c . #  a 2 .cos( r /2)  

folgt. Die Schwellbelichtung B0 wird aus einer Auf- 
nahme mit so kurzer Belichtungszeit to bestimmt, dass 
das Maximum /max des Schwiirzungsprofiles gerade 
noch zu erkennen ist. Damit ergibt sich 

to. (Ay) 2 . A . mhgt 
v,,,=Vmin(y,X)lx=0 --- t .  64. p.. cos(~;]2). {i(r-)]Imax } " 

(13) 

IO')/Imax stellt den normierten Verlauf des Vergleichs- 
profiles dar und kann auf photometrischem Wege be- 
stimmt werden. Ftir Reflexe, die von der charakteris- 
tischen Strahlung herrtihren, kann mit der Breite der 
Spektrallinie A2 und dem Abstand d der beugenden 
Netzebene fiir den Offnungswinkel Ar des gebeugten 
Strahlenbiindels 

A2 
Ar = d.  sin (r/2) (14) 

gesetzt werden. 
Die folgende Tabelle zeigt eine Gebeniiberstellung 

der errechneten Interferenzpunktzahlen mit den ex- 
perimentell gefundenen Werten am Beispiel der (333, 
511) Cu Ka-Interferenz zweier Reinstaluminiumproben 
mit unterschiedlicher KristallitgrSsse. In diesem Fall 
ist mit der Summe der Flachenh~iufigkeitsfaktoren 
m = ms11 -a t- m333 ZU rechnen, da die Zahl der Interferenz- 
punkte ebenfalls durch die Summe der 333 und 511 
Reflexe gegeben ist. Die Bestimmung des mittleren 
Kristallitvolumens ~ und der Halbwertsbreite der Vo- 
lumsverteilung B erfolgte nach Ebel (1965). Der Rech- 
nung wurde eine zu t~ symmetrische Rechteckverteilung 
der Breite B zugrundegelegt. Den photometrisch er- 
mittelten Verlauf von I(y) veranschaulicht Fig.2, in 
der auch die Intervalle fiir welche sowohl die Berech- 
nung als auch die Z/ihlung der Interferenzpunkte er- 
folgte, eingetragen sind. 
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Fig. 2. Photometrisch ermitteltes Profil der (511)-Interferenz von feinkristallinem Reinstaluminium. 

Probe Intervall 

~= 133 ltm 3 A 
B =  14/zm 3 ~x 

B 
C 
52 
D 

= 344 l tm  3 .,4 
B = 270/zm 3 ~i 

B 
C 
52 
D 

Errechnete Gez~hlte 
Inter~renz- Interferenz- 
punktzahl punkte 

260 200 
652 742 
306 260 
238 200 
519 572 
229 183 

150 111 
293 408 
162 181 
135 110 
238 261 
127 53 

Die Abweichung der errechneten Interferenzpunktzahl 
yore Zahlergebnis speziell an den Profilflanken ist eine 
Folge der Approximation der Volumsverteilung O(v) 
durch eine Rechteckverteilung. Treten n~mlich an 
Stelle einer Gleichverteilung im Intervall (vl,v2) we- 
sentlich mehr kleinere Kristallite auf, so verm~Sgen 
diese wohl noch einen Beitrag zur Reflexzahl im Inter- 
ferenzmaximum, jedoch wegen der geringen Intensit~it 
I0(7), die ihnen zur Beugung an die Flanken zur Ver- 
fiigung steht, dort keine Interferenzpunkte zu liefern. 

Dies steht in ~bereinst immung mit Untersuchungen 
an Aluminium im Mikrostrahlbereich (Ebel, Radler & 
Wagendristel, 1968), wo nahezu keine Punkte an den 
Flanken auftreten, bei zunekmendem Kornwachstum 
jedoch immer mehr kleine Kristallite zu Gunsten gros- 
ser verloren gehen, wodurch die Reflexzahl an den 
Flanken zunimmt. 

Die Grenzen der Interferenzpunktz~ihlung werden 
nach oben durch die mangelhafte Aufl~Ssung der 
Debye-Scherrer-Kreise zufolge der ~berlappung der 
Reflexe, nach unten durch die zunehmende statistische 
Streuung der Punktzahl bestimmt. Sie liegen bei etwa 
20 und 800 Interferenzpunkten. 

Herrn Prof. Lihl danken wir fiir sein f/Srderndes 
Interesse. 
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